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Stochastyczne modele eksploatacji SK

Cwiczenia nr 1: Procesy Markowa klasy DD

Model opisujacy proces stochastyczny X (t):
X, T,F)

Gdzie: X - zbidr standw eksploatacyjnych systemu, T - zbiér wartosci parametru, F - rodzina dystrybuant
jednoznacznie okreslajgca prawdopodobienstwo osiggniecia przez system dowolnego stanu x € X dla dowolnego
t e T, F(xl, X2,y vy Xn,) tl' tz, ey tn) = P(X(tl) < X1, ...,X(ti) < Xi, ...,X(tn) < xn)

Proces stochastyczny o niezaleznych wartosciach

P{X(ty) < x0, X(t1) < x1, ..., X)) < x, 0e, X(tp) < xp} = HP{X(ti) < x;}

i=0
Proces stochastyczny o niezaleznych przyrostach

P{X(ty) < x9,AX(t1) < xq, .., AX(t;) < X, ..., AX(t) < x,} = P{X(ty) < %0} HP{AX(ti) < xi}

i=1
AX(t;) = X(t) = X(ti=y),i=1,n
Jednorodne procesy stochastyczne

P(X(tn + 19) < xn|X(tn_1 + 19) = xn_]_, ,X(to + 19) = xO) = P(X(tn) < xn|X(tn_1) = xn_l, ,X(to) = xO)

Procesy Markowa

P(X(tn) < x| X(tn-1) = Xp—1, X(tn-2) = Xp_2, ..., X(to) = x9) = P(X(tn) < xp|X(tn-1) = Xp—1)

Proces Markowa jest ahistoryczny, bo dla petnej charakterystyki stochastycznej procesu w chwili t,, wystarczy
znajomos¢ tego procesu w chwili t,,_; oraz zbioru dystrybuant warunkowych rozktadéw jednowymiarowych
okreslonych prawa strong powyzszego rownania.

Twierdzenie: Jezeli proces X (t)jest procesem o niezaleznych przyrostach, to jest on procesem Markowa.

Jednorodne procesy Markowa
P(X(tn +9) < xnIX(tn—l +9) = xn—l) = P(X(tn) < xnlx(tn—l) = xn—l) =PX(1) < xnIX(tn—l) = xn—l)

T=1lp —ly
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Rozpatrujemy nastepujacy system: Co pewien czas (krok) naptywa do systemu zadanie z prawdopodobieristwem p.
System sktada sie z 3 jednorodnych procesorow, z ktorych kazdy moze realizowaé w danym momencie jedno zadanie i
posiada tez niezalezny bufor na jedno dodatkowe zadanie (jesli procesor zrealizuje zadanie a w buforze jest zadanie,
to trafia ono ,od razu” do procesora). Procesory wykonujg zadania w kolejnych krokach, przy czym
prawdopodobieristwo zakoriczenia zadania przez procesor w kazdym kolejnym kroku wynosi q. Nadchodzgce do
systemu zadanie umieszczane jest w tym z podsystemdw (procesor + bufor), w ktérym jest najmniejsza liczba zadan.
Jesli jest réwna, to do pierwszego wolnego z nich (o najnizszym numerze).Jesli w buforze nie ma zadania i procesor
nie realizuje zadania, nadchodzgce zadanie trafia , od razu” do procesora. Zadanie jest tracone, gdy system jest
»zapetniony”. Na poczgtku w systemie jest jedno zadanie.

“”_.r/ =, J q
—> bl pl  pe—
"/
p = q
——>(12 )| 2 —>
“ P q
—> b3 p3  p—
W

Zadanie 1: Zdefiniowac proces funkcjonowania systemu
Oznaczmy proces przez X (t)
Zbior parametru T
W opisie systemu zmiany stanu systemu nastepujg ,,co pewien czas (krok)”.
T = {to, tq, ... } lub prosciej T = {0,1,2, ...}
Zbior stanow eksploatacyjnych X

Dla opisanego systemu kazdy stan eksploatacyjny moze by¢ opisany za pomocq uporzgdkowanej pary liczb {a, b),
gdzie pierwsza z nich a - okresla liczbe zadan znajdujgcych sie tgcznie we wszystkich buforach a duga b - okresla
liczbe zadan lgcznie we wszystkich procesorach

X ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(2,2),(1,3),(2,3),(3,3)}
Prawdopodobienstwa przej$¢ migdzy stanami

W opisie systemu pojawiajq sie dwa prawdopodobienstwa p - prawdopodobienstwo , Ze do systemu naplynie zadanie
oraz q- prawdopodobienstwo zakonczenia realizowanego zadania przez procesor w kolejnym kroku

(rysunek przedstawia tylko fragment grafu przejs¢ miedzy stanami w systemie)

Na podstawie opisu systemu mozna stwierdzié, ze proces X (t)jest jednorodnym procesem Markowa klasy DD

- przy okresleniu stanu systemu w kolejnym kroku, wystarczy wiedzie¢ jaki jest aktualny stan oraz jakie sq
prawdopodobienstwa przejs¢ do kolejnych stanow w nastepnym kroku

- wartosci prawdopodobienstw pojawienia sie zadania oraz zrealizowania zadania nie sq uzaleznione od kroku (w
kazdym kroku sq takie same)
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Opis probabilistyczny dla jednorodnych proceséw stochastycznych Markowa klasy DD (jednorodnych taricuchéw
Markowa)
Chwilowe rozktady bezwarunkowe

Pi(k) = P(X(k) = i)
Chwilowy rozktad bezwarunkowy P(t) = ({P;(t)}{=,),n — liczba stanédw eksploatacyjnych, P;(t) = P{X(t) = i}
Macierz stochastyczna I1* (I, k) = [pij(l, k)Jnxn, Lk=12,.,1l<k

Dla jednorodnych faficuchéw Markowa Vi Il* (I + 7,k +7) =M= k) =Tk — 1) = |p; (k — D]

nxn
Dlal=0
(k) = |pi (k)]
Warunkowe prawdopodobienstwo przejscia po k - krokach
pi j(k) = P{X(t + k) = jlIX(©) = i}
Do petnego opisu probabilistycznego jednorodnego taricucha Markowa wystarczy:

Rozktad poczatkowy P(0) = ({P;(0)}{=,),n — liczba stanéw eksploatacyjnych, P;(0) = P{X(0) = i}

nxn

Jedna macierz
na) = |p;(1] =1

nxn

Zadanie 2: Wyznaczy¢ charakterystyki procesu X (t) (wszystkie wartosci wyznaczyé Excelu)
Skoro jest to jednorodny proces Markowa (fancuch Markowa) to wystarczy, ze wyznaczymy:
Rozklad poczatkowy:

Przyjmijmy, ze przy okreslaniu rozktadow chwilowych w postaci wektorow, zachowamy kolejnos¢ wspotrzednych
odnoszqc sie do kolejnosci wypisania stanéw (0,0), (0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(2,2),(1,3),(2,3),(3,3)

Na podstawie opisu zadania: “na poczqtku w systemie jest jedno zadanie”, czyli:
P(0,1)(0) = P{X(O) = (0,1)} =1
P(0)=(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)

Macierz II:

(rysunek przedstawia tylko fragment grafu przejs¢ miedzy stanami w systemie)

Wyznaczmy pierwszy element macierzy Il odpowiadajgcy przejsciu oznaczonemu na grafie na czerwono, czyli:
D(o.1)0,2)(1) = P{X(t + 1) = (0,2)]X(¢) = (0,1)}

Aby system zmienit swoj stan z (0,1)(czyli, zZe jest jedno zadanie w systemie, obstugiwane przez jeden procesor) na
stan 0,2) (czyli oba procesory realizujq zadania) to muszg jednoczesnie zajs¢ 2 zdarzenia:

1 — do systemu musi nadejs¢ kolejne zadanie (prawdopodobienstwo p: )
2- procesor obstugujgcy zadanie nie moze go jeszcze zrealizowac (prawdopodobienstwo: 1 — q)
P02 =p*(1—q)

Pozostale wartosci macierzy wyznaczamy postepujac analogicznie.
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Jak wyznaczyé rozktad P(1) na podstawie P(0) i I1(1) ?

L4 XO P{X(1) = j} = P{X(0) = x,} * PIX(1) = j|X(0) = x,}
+ -+ P{X(0) = x,}
* PX(1) = j1X(0) = x,}

T
E— j P{X(1) = j} = P, (0)py,;j(1) + P, (0)py, (1) + -
/ + P, (0)py,; (1)
1 t P(1) = P(0)- (1)
1 2
Ogdlnie:

P(t+ k) =P(t)-TI(k) = P(t) - TI¥

Gdzie: T1(k) = 1¥(1)

Zadanie 3: Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w kroku 3 w systemie nie bedzie zadan (petne rozwigzanie w
Excelu)

P0)(3) =?
Musimy wyznaczy¢ wektor P(3) z rozktadem chwilowym a z niego warto$¢ P 0y (3)

P(3) =P(0)-1I(3) = P(0) -3

Zadanie 4: Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w kroku 6 w systemie beda 3 zadania (petne rozwigzanie w
Excelu)

P93)(6) + P12)(6) =?
Tu mozna uzyska¢ warto$¢ P(6) na rdézne sposoby:
P(6) = P(3) -3
P(6) = P(0)-I1®

Zadanie 5: Wyznaczy¢ oczekiwang liczbg zadan w systemie w 10 kroku (pefne rozwigzanie w Excelu)

P<0'1)(10) *1 4 P(O,Z)(lo) * 2 + P(0’3)(10) * 3+ P(Ll)(lo) * 2 + P(1,2)(10) * 3+ P(1'3)(10) *4 4 P(Z'Z)(lo) * 4
+ P(2'3)(10) * 5+ P(3'3)(10) * 6
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Rozktad graniczny I

Twierdzenie (ergodyczne)

Jesli istnieje takie k > 0, ze wszystkie elementy macierzy sa nieujemne II(K) to lancuch Markowa jest ergodyczny
1istniejg granice lim,_, p; (z) = P;

Kazdy wiersz macierzy I1” zawiera takie same warto$ci, dalej oznaczmy taki wiersz P = (Py,, ..., Py ),

Na podstawie wyprowadzen z wyktadu, aby wyznaczy¢ rozktad graniczny P musimy znaleZ¢ niezerowe rozwigzanie
roOwnania;

(m"-npPT =0
W tym celu po sprowadzeniu do uktadu rownan, zamieniamy jedno rownanie rownaniem:
Py +-+P,, =1

Po zamianie nowg macierz powstala z macierzy (HT - I) oznaczmy B, a macierz powstala z macierzy 0 oznaczmy b:

Wtedy:
P=B"1p

Zadanie 6: Wyznaczy¢ graniczne prawdopodobienstwo, ze w systemie jest jedno zadanie (petne rozwigzanie w
Excelu)

P<0,1> =?

Zadanie 7: Wyznaczy¢ oczekiwang graniczng liczbg zadan w systemie (pefne rozwigzanie w Excelu)

P(Oll)*1+P(0'2)*2+P(0'3)*3+P(1'1)*2+P(1,2)*3+P(1l3)*4’+P(2'2)*4’+P(2'3)*5+P<3'3)*6

Przy okazji charakterystyk granicznych mozna pokazaé zbieznosé wartosci macierzy przejsé I* = I (k) do wartosci
granicznych II® (w Excelu wyznaczone sq macierze dla krokow: 3,4,8,16,32,64, przy 64 wartosci juz pokrywajq sie z
wartoSciami granicznymi )

Michat Kapatka
mkapalka@wat.edu.pl




